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MODE`LES GE´OME´TRIQUES ATTACHE´S AUX PAIRES
RE´DUCTIVES
JULIEN GRIVAUX
Re´sume´. L’objet de cet article d’exposition est de pre´senter une
introduction a` l’article [6], et d’expliquer plus ge´ne´ralement com-
ment le dictionnaire entre the´orie de Lie et ge´ome´trie alge´brique,
de´veloppe´ dans [4] a` la suite des travaux [14] et [15], peut eˆtre
consolide´ au sens ou` les e´nonce´s ge´ome´triques ne sont plus seule-
ment des analogues de re´sultats alge´briques, mais en sont des ex-
tensions pour certains objets de Lie dans des cate´gories de´rive´es.
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1. Introduction
Les travaux de Kapranov [14] et Markarian [15] ont permis d’associer
a` toute varie´te´ alge´brique lisse X sur un corps de caracte´ristique ze´ro
un crochet de Lie sur le fibre´ tangent de´cale´ TX [−1]. Ce crochet de
Lie (cate´gorique) est donne´ par la classe d’Atiyah du fibre´ tangent TX ,
qui est un e´le´ment de Ext1OX (T
⊗2
X ,TX), ou de manie`re e´quivalente un
morphisme
TX [−1]⊗ TX [−1]→ TX [−1]
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dans D(X). Tout objet F de la cate´gorie de´rive´e D(X) devient natu-
rellement une repre´sentation de TX [−1] graˆce a` la classe d’Atiyah de
F , qui est un morphisme
TX [−1]⊗ F → F
dans D(X). En se fondant sur ces travaux, Calaque, Ca˘lda˘raru et Tu
ont propose´ dans [4] un dictionnaire entre alge`bres de Lie et varie´te´s
alge´briques : les cate´gories de´rive´es jouent le roˆle des repre´sentations,
la cohe´rence correspond a` la finitude, et les ope´rations de fonctorialite´
classique (restriction, induction) se transposent dans le cadre ge´ome´trique.
Dans [6], Calaque et l’auteur ont de´veloppe´ de manie`re syste´matique
un certain nombre de re´sultats classiques pour les alge`bres de Lie
sur un corps de caracte´ristique ze´ro, comme l’isomorphisme PBW,
ou la formule permettant d’exprimer explicitement la multiplication
par des e´le´ments de degre´ un dans l’alge`bre enveloppante, dans le cas
d’objets de Lie d’une cate´gorie monoidale syme´trique k-line´aire. Ces
re´sultats permettent de de´montrer facilement que l’alge`bre envelop-
pante de TX [−1] est isomorphe a` la cohomologie de Hochschild de OX .
L’e´tape suivante est de comprendre l’analogue ge´ome´trique des paires
re´ductives, qui sont les cycles analytiques quantifie´s introduits par l’au-
teur dans [11] ; ce sont des paires X ⊂ Y munies d’une re´traction σ a`
l’ordre 1. Dans [18], Yu introduit une condition supple´mentaire sur les
cycles quantifie´s, que nous appellerons mode´ration ge´ome´trique : on im-
pose que σ∗NX/Y s’e´tend en un faisceau localement libre sur le second
voisinage formel de X dans Y . Dans [6], nous interpre´tons la condition
de Yu comme la ge´ome´trisation d’une condition alge´brique tre`s natu-
relle sur les paires re´ductives. Enfin sous cette hypothe`se de mode´ration
ge´ome´trique, nous pouvons de´crire l’alge`bre Ext∗OY (OX ,OX).
2. Un exemple e´le´mentaire de ge´ome´trisation
Dans cette section, nous pre´sentons en guise d’introduction (avant
d’aborder des cadres plus complique´s) une preuve du the´ore`me de
d’Alembert-Gauß par ge´ome´trisation.
Soit P un polynoˆme a` coefficients complexes de degre´ n > 0. On peut
supposer que P (0) est non nul, car sinon 0 est une racine de P . Dans ce
cas l’action de t sur V := C[t]/PC[t] est un endomorphisme u inversible
de polynoˆme caracte´ristique P . La recherche d’une racine de P est
ainsi e´quivalente a` l’existence d’un vecteur propre de u, et comme u
est inversible ceci se re´duit a` l’existence d’un point fixe de l’action de
u sur l’espace projectif P(V ).
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Le proble`me initial a donc e´te´ reformule´ dans la version ge´ome´trique
suivante : les racines de P correspondent aux point d’intersection de
deux sous-varie´te´s de P(V )× P(V ) : la diagonale et le graphe de u. Le
calcul du nombre de points d’intersection (avec multiplicite´s) de deux
sous-varie´te´s compactes d’une varie´te´ compacte oriente´e est un calcul
homologique : on cherche a` calculer l’image de l’e´le´ment [∆P(V )]⊗ [Γu]
par le produit d’intersection
H2n−2(P(V )× P(V ),Z)
⊗2 ∩−→ H0(P(V )× P(V ),Z) ≃ Z.
Dans le cas pre´cis de l’intersection de la diagonale avec un graphe,
ce calcul est bien connu : il s’agit de la formule du point fixe de Lef-
schetz : le nombre d’intersection que l’on cherche est e´gal au nombre
de Lefschetz
L(u) =
2n−2∑
i=0
(−1)iTr {u∗  Hi(P(V ),Q)}
qui est e´gal a` la somme alterne´e des traces des actions de u en homo-
logie singulie`re. Dans le cas de l’espace projectif complexe, l’homolo-
gie singulie`re est concentre´e en degre´ pair, et pour tout i entre 0 et
n− 1, H2i(P(V ),Q) est de dimension 1, un ge´ne´rateur canonique e´tant
la classe d’homologie de n’importe quel sous-espace complexe de V de
dimension complexe i (ces sous-espaces sont tous homologues). Il s’en-
suit que u∗ = id sur chaque droite rationnelle H2i(P(V ),Q), et donc le
nombre de Lefschetz L(u) e´gale n. En particulier, le graphe de u doit
intersecter la diagonale, donc u a un point fixe.
Cette preuve est ainsi de nature comple`tement globale, car elle s’appuie
sur la description des groupes d’homologie des espaces projectifs com-
plexes. Le terme de ≪ ge´ome´trisation ≫ s’explique par le fait que l’on
est parti d’un objet de nature plutoˆt alge´brique (un endomorphisme
inversible d’un espace vectoriel complexe), et que l’on a ensuite e´tudie´
un objet ge´ome´trique qui lui e´tait associe´, a` savoir ici la classe d’homo-
logie du graphe de l’endomorphisme projectivise´. Dans la suite, nous
allons nous inte´resser a` des variantes ge´ome´triques de proble`mes fai-
sant intervenir des alge`bres de Lie de dimension finie sur un corps de
caracte´ristique ze´ro. La ge´ome´trisation sera plus imparfaite au sens ou`
l’on conside`rera des proble`mes analogues (et non directement construits
a` partir du proble`me alge´brique initial).
3. L’isomorphisme de Duflo
Soit g une alge`bre de Lie de dimension finie sur un corps k de ca-
racte´ristique ze´ro. Notons S(g) l’alge`bre syme´trique de g, T(g) son
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alge`bre tensorielle, et U(g) son alge`bre enveloppante. Rappelons que
U(g) est le quotient de T(g) par l’ide´al bilate`re engendre´ par les e´le´ments
du type x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y] pour x, y ∈ g. On peut re´aliser S(g)
comme le sous-espace vectoriel de T(g) forme´ des tenseurs totalement
syme´triques. On dispose alors de l’isomorphisme de Poincare´-Birkhoff-
Witt :
IPBW : S(g) →֒ T(g)։ U(g)
Introduisons l’e´le´ment de Duflo d, qui est une se´rie formelle invariante
sur g, c.a`.d. un e´le´ment de Ŝ(g∗)g, de´fini par la formule
d(x) = det
(
ad(x)
1− exp(−ad(x))
)
.
Cet e´le´ment s’exprime comme une se´rie universelle en les polynoˆmes
invariants Pk de´finis par Pk(x) = Tr(ad(x)
k) : on a
d = 1 +
P1
2
+
3P 21 − P2
24
+
P 31 − P1P2
48
+ . . .
Cet e´le´ment permet de comprendre explicitement le centre de l’alge`bre
enveloppante U(g) graˆce au re´sultat suivant :
Theore`me 3.1 ([10]). Le morphisme de S(g)g dans U(g)g donne´ par
la formule x→ IPBW(d
−1/2y x) est un isomorphismes d’alge`bres.
Ici, y de´signe la contraction. De plus, il est facile de voir que U(g)g est
le centre de U(g).
4. Conjectures de Duflo pour les paires re´ductives
On se donne maintenant une paire re´ductive (h, g) sur k, c’est-a`-dire
deux alge`bres de Lie de dimension finie h ⊂ g ainsi qu’une de´composition
h-e´quivariante g = h⊕ n. On s’inte´resse alors a` l’alge`bre
A(h, g) =
(
U(g)
U(g)h
)h
.
On dispose a` nouveau d’un morphisme de type Poincare´-Birkhoff-Witt
h-e´quivariant donne´ par
S(n) →֒ S(g) →֒ T(g)։ U(g)։
U(g)
U(g)h
·
Notons que l’hypothe`se ≪ paire re´ductive ≫ est ici trop restrictive, la
condition ne´cessaire et suffisante pour avoir un tel isomorphisme a e´te´
e´tablie dans [4].
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La conjecture de Duflo ge´ne´ralise´e 1 pre´dit que le centre de A(h, g) est
isomorphe au centre de Poisson de S(n)h. Le cas de la paire re´ductive
diagonale (g, g ⊕ g) correspond au the´ore`me de Duflo pre´ce´demment
cite´. Cette conjecture reste largement ouverte, meˆme dans le cas des
paires syme´triques, c.a`.d. quand h est le lieu fixe d’une involution de g
pre´servant le crochet de Lie.
5. Paires re´ductives mode´re´es
Cette notion a e´te´ introduite dans [6], nous reviendrons a` un analogue
ge´ome´trique dans la dernie`re section.
Definition 5.1. Une paire re´ductive (g, h, n) est dite mode´re´e si pour
tous n1, n2, n3 dans n, [πh[n1, n2], n3] = 0.
Remarquons que si h est un ide´al dans g (ce qui signifie que g = h⋊n),
cette condition est automatiquement satisfaite car [h, n] ⊂ h∩n = {0}.
La condition de mode´ration implique que le crochet de´finit sur n par
la formule [n1, n2]n = πn([n1, n2]) est un crochet de Lie. De plus h agit
par de´rivation sur n, et on a un isomorphisme h-e´quivariant
U(g)
U(g)h
≃ U(n).
En particulier, l’isomorphisme PBW pour
U(g)
U(g)h
se re´duit a` l’isomor-
phisme PBW pour l’alge`bre de Lie n.
6. Ge´ome´trisation de Kapranov-Markarian
La notion ge´ome´trique naturelle attache´e a` une alge`bre de Lie est celle
de groupe de Lie. On va proce´der ici en sens inverse : partir d’objets
ge´ome´triques donnant lieu a` des alge`bres de Lie un peu plus ge´ne´rales
que les alge`bres de Lie classiques : il s’agira d’objets de Lie dans des
cate´gories mono¨ıdales syme´triques.
Si X est une varie´te´ alge´brique lisse sur k et E est un fibre´ vectoriel
sur X , le fibre´ J1(E) des 1-jets a` valeurs dans E s’inse`re dans une suite
exacte
0→ E → J1(E)→ TX ⊗ E → 0.
ce qui fournit une classe d’extension atE dans Ext
1
OX
(TX ⊗E,E), ap-
pele´e la classe d’Atiyah de E. Cette classe s’annule si et seulement si E
admet une connexion alge´brique globale. Dans la suite, on conside`rera
1. La version pre´cise de cette conjecture fait intervenir un caracte`re de h, nous
ne l’avons pas incluse pour ne pas compliquer l’e´nonce´.
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atE comme un morphisme de TX [−1]⊗E → TX [−1] dans la cate´gorie
de´rive´e D(X) des complexes de faisceaux de OX-modules. On a alors
le re´sultat suivant :
Theore`me 6.1 ([14], [15]). E´tant donne´ une varie´te´ alge´brique lisse
X sur k, la classe d’Atiyah de TX , conside´re´e comme un morphisme
TX [−1] ⊗ TX [−1]→ TX [−1] dans D(X), de´finit une structure d’objet
de Lie sur TX [−1].
On va donc s’inte´resser a` une classe particulie`re d’objets de Lie attache´s
a` des varie´te´s alge´briques lisses, il s’agit d’objets de Lie du type TX [−1]
ou` X est lisse sur k. Bien que ces objets ne soient pas exactement des
alge`bres de Lie au sens usuel, la ge´ome´trisation correspondante est a`
la fois structurellement tre`s riche, car permettant d’utiliser tous les
outils de ge´ome´trie alge´brique, et relativement simple, car ne faisant
pas intervenir de singularite´s ou de structures champeˆtres.
Notons que cette construction est re´alisable pour une cate´gorie d’objets
ge´ome´triques plus ge´ne´raux que les varie´te´s alge´briques lisses : dans
[13] l’auteur montre que si X est un champ d’Artin de´rive´, le complexe
tangent de´cale´ TX [−1] est e´galement muni d’une structure de Lie. Dans
le cas ou` G est un groupe alge´brique et X = BG, TX = g[1] et la
structure de Lie sur TX [−1] est exactement celle de l’alge`bre de Lie g
de G.
7. L’isomorphisme PBW ge´ome´trique
L’isomorphisme de Poincare´-Birkhoff-Witt pour les alge`bres de Lie clas-
siques sur un corps de caracte´ristique ze´ro est un re´sultat e´le´mentaire,
mais ne´anmoins de´licat. Parmi les preuves les plus conceptuelles, on
trouve celle pre´sente´e dans [3] utilisant la dualite´ de Koszul. L’iso-
morphisme PBW est en fait valable dans toute cate´gorie mono¨ıdale
syme´trique karoubienne k-line´aire : ce re´sultat bien connu dans le folk-
lore est montre´ rigoureusement dans [6], en combinant une strate´gie
de´velope´e dans [9] et une me´thode ope´radique. La difficulte´ principale
dans le cas d’une cate´gorie non abe´lienne est de construire une alge`bre
A quotient de T(g) satisfaisant les deux conditions suivantes :
(A1) La composition S(g)→ T(g)→ A est un isomorphisme.
(A2) Pour tout p, le morphisme Tpg→ GrpA ≃ Spg est la syme´trisation.
Il est alors relativement aise´ de montrer (il s’agit du ≪ reverse catego-
rical PBW theorem ≫ de [6]) que A est l’alge`bre enveloppante de g, au
sens ou pour toute alge`bre B,
HomLie(g,Lie(B)) ≃ HomAlg(U(g),B).
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Ici, Lie(B) est l’alge`bre B munie du crochet de Lie donne´ par le com-
mutateur.
Dans le cas ge´ome´trique, une telle alge`bre est facile a` produire, ce qui
va nous permettre de de´montrer le the´ore`me suivant :
Theore`me 7.1 ([6], [15], [16]). E´tant donne´ une varie´te´ alge´brique lisse
sur k, l’alge`bre enveloppante de l’objet de Lie TX [−1] est isomorphe a`
pr1∗RHomOX×X (O∆X ,O∆X ).
De´monstration. On conside`re l’alge`bre pr1∗RHomOX×X(O∆X ,O∆X). Si
I est l’ide´al de la diagonale dans X ×X , on a une suite exacte
0→
I
I2
→
OX×X
I2
→
OX×X
I
→ 0
et donc un morphisme φ de δ∗OX dans δ∗ΩX [1] dans D(X ×X), ou` δ
est l’injection diagonale. On en de´duit un morphisme
TX [−1] ≃ RHomOX (ΩX [1],OX)
→ pr1∗RHomOX×X (δ∗ΩX [1], δ∗OX)
◦φ
−→ pr1∗RHomOX×X (δ∗OX , δ∗OX)
La proprie´te´ universelle de l’alge`bre tensorielle fournit alors un mor-
phisme
(1) T(TX [−1])→ pr1∗RHomOX×X (δ∗OX , δ∗OX)
et il est facile de ve´rifier par des calculs locaux que les proprie´te´s (A1)
et (A2) sont satisfaites. 
On peut remarquer que la ge´ome´trisation permet de re´aliser de manie`re
alternative certaines de ces constructions : le morphisme (1) peut eˆtre
construit comme le morphisme
pr1∗RHomOX×X/I2(O∆X ,O∆X )→ pr1∗RHomOX×X (O∆X ,O∆X ).
De plus, l’isomorphisme
S(TX [−1]) ≃ pr1∗RHomOX×X/I2(O∆X ,O∆X)
fournissant la proprie´te´ (A1) est l’isomorphisme de Hochschild-Kostant-
Rosenberg ge´ome´trique. Pour ces e´nonce´s, on renvoie le lecteur aux ar-
ticles [1] et [11]. Enfin, mentionnons que l’isomorphisme de Duflo dans
ce cadre a e´te´ de´montre´ dans [8], on renvoie a` [7] pour une exposition
de´taille´e de ce re´sultat difficile.
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8. Cycles quantifie´s mode´re´s
La notion de cycle quantifie´, introduite dans [11], est une ge´ome´trisation
de celle de paire re´ductive. Le mode`le ge´ome´trique que nous associons
a` une paire d’alge`bres de Lie (h, g) ou` h est une sous-alge`bre de Lie
de g, est une paire (X, Y ) de varie´te´s alge´briques lisses, ou` X est une
sous-varie´te´ ferme´e de Y . L’inclusion d’alge`bres de Lie h →֒ g est alors
donne´e dans ce contexte par le morphisme TX [−1]→ TY [−1]|X .
Le cadre ge´ome´trique correspondant aux paires re´ductives est donc la
donne´e d’un isomorphisme TY [−1]|X ≃ TX [−1] ⊕ NX/Y [−1], c’est a`
dire un scindage global de la suite normale
0→ TX → TY|X → NX/Y → 0.
Une telle paire (X, Y ) munie d’un scindage de la suite normale (qui
n’existe pas toujours) est appele´ un cycle quantifie´. Le scindage peut
eˆtre encode´ par une re´traction globale de l’application de X vers son
premier voisinage formel X
(1)
Y dans Y .
On peut maintenant hie´rarchiser les paires re´ductives en trois niveaux :
paires re´ductives (h, g) avec g = h⋊ n

paires re´ductives mode´re´es

paires re´ductives
Comprendre a` quoi correspondent ces conditions dans le cas d’une paire
ge´ome´trique n’est pas imme´diat. Pour le cas ou` h est un ide´al, cela
correspond a` l’existence d’un rele`vement de la quantification σ : X
(1)
Y →
X a` X
(2)
Y .
X
(2)
Y
❅
❅
❅
❅
X
(1)
Y
OO
σ // Xoo
En d’autres termes, la re´traction a` l’ordre un σ doit admettre une
extension a` l’ordre deux.
Dans le cas mode´re´, la condition ge´ome´trique a e´te´ de´couverte (inde´pendamment
de toute conside´ration de the´orie de Lie) dans l’article [18] : nous dirons
que la paire (X, Y ) est mode´re´e si le faisceau localement libre σ∗NX/Y
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sur X
(1)
Y s’e´tend en un faisceau localement libre sur le second voisinage
formel X
(2)
Y .
Dans le cas d’une paire ge´ome´trique mode´re´e (X, Y ), le fibre´ normal
de´cale´ NX/Y [−1] est donc naturellement muni d’une structure de Lie.
Le re´sultat principal que nous e´tablissons est le suivant :
Theore`me 8.1 ([6]). Soit (X, σ) un cycle quantifie´ mode´re´ dans Y , et
J l’ide´al de X dans Y . Alors :
– La structure de Lie sur NX/Y [−1] de´coulant de l’hypothe`se de
mode´ration est associe´e a` la classe d’extension de la suite exacte
0→
J 2
J 3
→ σ∗
J
J 3
→
J
J 2
→ 0.
– Les objets RHomℓOY (OX ,OX) et RHom
r
OY
(OX ,OX) de D(X)
sont naturellement deux alge`bres dans D(X), et toutes les deux
sont isomorphes a` l’alge`bre enveloppante U(NX/Y [−1]).
– L’e´le´ment de Duflo de NX/Y [−1] est e´gal a` la classe de cycle
quantifie´e {X}σ introduite dans [11].
Quelques commentaires sur ce re´sultat : le premier point est une ge´ne´ralisation
de la construction de la structure de Lie de Kapranov-Markarian. Le
second point est le plus de´licat : si on de´rive Hom comme bi-foncteur,
on obtient une alge`bre dans D(Y). Les exposants ≪ r ≫ et ≪ ℓ ≫ signi-
fient que le foncteur Hom n’est de´rive´ que par rapport a` l’une des deux
variables (la variable de droite ou celle de gauche respectivement), afin
de prendre ses valeurs dans D(X). Le proble`me essentiel est qu’il n’y
a pas de structure d’alge`bre naturelle quand on de´rive par rapport a`
une seule des variables, et par suite le the´ore`me PBW inverse est in-
applicable. Il faut donc construire la structure d’alge`bre a` la main, ce
qui est une difficulte´ technique importante. Enfin, le troisie`me point
a e´te´ de´montre´ initialement dans [18] par des me´thodes entie`rement
diffe´rentes.
Corollaire 8.2. Si (X, σ) est un cycle quantifie´ mode´re´ dans Y , alors
l’alge`bre Ext∗OY (OX ,OX) ne de´pend que du second voisinage formel de
X dans Y .
9. Conclusion et perspectives
Si X1 et X2 sont deux sous-varie´te´s alge´briques lisses ferme´es dans une
varie´te´ alge´brique lisse ambiante Y , les alge`bres Tor∗OY (OX1 ,OX2) et
Ext∗OY (OX1 ,OX2) sont intimement relie´es a` la ge´ome´trie de l’intersec-
tion de X1 et X2 dans Y , l’exemple le plus frappant e´tant la formule
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des Tor de Serre [17]. Certaines hypothe`ses globales ge´ome´triques four-
nissent des structures additionnelles alge´briques sur les deux alge`bres
pre´cite´es : par exemple si Y est une varie´te´ hyperka¨hlerienne et X1, X2
sont lagrangiennes, il est de´montre´ dans [2] que la premie`re alge`bre est
naturellement une alge`bre de Gerstenhaber, et la seconde une alge`bre
de Batalin-Vilkovisky.
Dans le cas X1 = X2 = Y , comprendre les alge`bres OX ⊗
L
OY
OX et
RHomOY (OX ,OX) est un proble`me complique´, certains e´le´ments de
re´ponse e´tant fournis dans les articles [1], [5] et [12] et [6] :
– L’article [4] donne une re´ponse en toute ge´ne´ralite´, mais la struc-
ture d’alge´bro¨ıde de Lie sur NX/Y [−1] n’est pas facile a` manipu-
ler en pratique.
– L’article [1] fournit un isomorphisme multiplicatif
OX ⊗
L
OY
OX ≃ S(N
∗
X/Y [1])
ainsi qu’un isomorphisme additif
RHomOY (OX ,OX) ≃ S(NX/Y [−1])
pour les cycles quantifie´s.
– L’article [6] dont il est question dans ce texte permet de de´crire
explicitementRHomOY (OX ,OX) pour les cycles quantifie´s mode´re´s.
Pour aller plus loin, on peut poursuivre dans diffe´rentes directions.
– Parmi les cycles quantifie´s, on peut chercher a` e´tudier d’autres
exemples qui ne sont pas en ge´ne´ral mode´re´s, par exemple les
lieux fixes d’une action par un groupe re´ductif. Dans le cas de
Z/2Z, cela correspond a` e´tudier une version ge´ome´trique des
paires syme´triques.
– Si on s’affranchit de l’hypothe`se de quantification, la situation
devient bien plus complique´e : il faut e´tudier en de´tail la struc-
ture d’alge´bro¨ıde de Lie a` homotopie pre`s sur NX/Y [−1] construite
dans [5].
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